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Über die Zusammensetzung algebraischer 
Zahlkörper. 
Von MICHAEL .BAUER in Budapest. 
Herrn Prof. Dr. Leopold Fejér zum 60 . 
Geburtstag am 9. Februar 1940 gewidmet. 
Es seien Kx(k) und Kt{k) algebraische Zahlkörper über k. 
Das Primideal des zusammengesetzten Körpers K^K2(k) sei ein 
Teiler von ^ bzw. bzw. p, welche Primideale der Körper 
K^k) bzw. K2(k) bzw. k sind; dieselben sind eindeutig bestimmt. 
Es sollen die Relationen 
gelten, daher sind glt g, und G—gg2 die Ordnungen der Prim-
ideale % bzw. % bzw. $ in Kt(k) bzw. K2(k) bzw. K,K,(k)) 
die Grade der Primideale sollen durch bzw. /, bzw. F — f f 2 
bezeichnet werden, / bedeutet also den Grad, und g die Ordnung 
von ty üoei den Körper K2(k). Die rationale Primzahl p sei durch 
p teilbar, ferner seien 
g{—pmigf, g = pmgw, G = pMG(ü) = pm+m*G(0), G (0 )=gW )g!' f > , 
( ) (gr,p) = (g{0),P) = (G«\p)= 1 (/=1,2). 
Wir werden in dieser Arbeit Sätze über die Zahlen F, G, Gm 
beweisen, welche die Resultate von MIKAO MORIYA1) als spezielle 
Fälle enthalten. Unsere Verhandlungen stehen noch mit einer 
wichtigen Abhandlung von ÖYSTEIN ORE2) in gewissem Zusam-
menhange. 
' ) M IKAO MORIYA, Über einen Satz von Herbrand, Journal of ihe Fa~ 
culty of Science, Hokkaido Imperial Universiiy, 4 (1936), S. 182—194. 
2) ÖYSTEIN ORE , Über zusammengesetzte algebraische Körper, Acta 
Math., 49 (1926), S. 379—396. 
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1. Wir erweitern den zusammengesetzten Körper K^K^k) 
zu einem Galoisschen Körper G(KiK2(k)), dessen Gruppe © ist 
und in welchem das Primideal ein Teiler von ist. Es sollen 
die Körper Kx{k) bzw. K2(k) zu den Untergruppen bzw. ©2 
gehören. Das Primideal besitze 3 bzw. X bzw. 33 als Zerle-
gungsgruppe bzw. Trägheitsgruppe bzw. Verzweigungsgruppe. Die 
früher genannten Zahlen ergeben sich als Indexe gewisser Unter-
gruppen. Aus der Theorie des Galoisschen Körpers folgen die 
Beziehungen3) 
g = (X:Xn®i) l ( / = l , 2), 
( 2 ) figi = ( 3 : 3 0 © , ) J 
p<» = (Ii n ©2 : 33 n n ©,), pM = (i! : Ü n ©, n ©,), 
g = (X n ©2 : X n n ©2), G = (X : X n n ©2), 
fg=(3 n ©2: 3 n n ©2), FG = (3 : 3 n n ©,). 
Vorerst werden wir zeigen, daß 
(3) m ^ m l t g ^ g , 
ausfallen; ist z. B. Kx{k) ein relativ Galoisscher Körper, dann 
wird sogar 
(3*) £ i = 0 (mod g). 
Betrachten wir die Komplexe 
(SB n ©,) n ©2) bzw. (X n ©,) (X n ©2). 
Die Sätze von FROBENIUS ergeben 
(33: ä* n © 0 ^ № n : SB n ©, n ©2), 
(X : X n ©0 (3; n ©2 : X n ©, n ©2), 
daher, ist (3) richtig. Wenn Kx(k) ein relativ Galoisscher Körper 
ist, wird ©t eine invariante Untergruppe, somit ist ( iEn®!) eine 
invariante Untergruppe von X, der Komplex (X n ©,) (iE n ©2) bildet 
eine Gruppe und so folgt (3*). 
Werden noch die Bezeichnungen 
(4) (X n ©;: iE n ©i n ©2) = ö;, (3 n ©, : 3 n ©i n ©2) = h„ 
at = g, h,=fg ( /=1, 2) 
3) Bei unseren Rechnungen ist es zweckmäßig die oft angewendeten 
Symbole einzuführen : -31 n sö bezeichne den Durchschnitt der Gruppen 91,58 > 
enthält die Gruppe .£> die -Untergruppe Ä, so bedeute (£>: Ä) den Index von 
W bezüglich v>. 
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eingeführt , d a n n bekommt m a n die wicht igen Z u s a m m e n h ä n g e : 
(5) G - m , F=f A (/ = 1, 2 ; a{, A rational ganz). 
Es seien noch x b z w . y b zw . z d i e ' O r d n u n g e n der G r uppen 
( 3 h n ® 2 ) b zw . ( £ n @i n © 2 ) bzw.' (33 n n @ 2 ) . D i e Z ah l x 
ist durch y, d ie Z ah l y durch z teilbar. 
2 . W i r werden d ie fo lgenden Sätze beweisen. 
I. Es gelten die Relationen: 
(6) 
G = (J^jry f> (gi. &)> * rational ganz, 
* — M* U, , £/ rational ganz. 
(/„/.) ' t 
I*. /s/ 2. jB. der Körper K(k) ein relativ Galoisscher Körper, 
dann wird : 
wo ein Teiler von à, ferner à ein Teiler von (g1} g2) ist. 
D ie Formel von G folgt aus (3), (3*) u n d (5). 
Betrachten wi r d ie Komp lexe ( 3 n O J S : b zw . ( 3 n Da 
SLe ine invar iante Un tergruppe von 3 bildet, s i nd diese Komplexe 
G ruppen . Ist noch K^(k) ein relativ Galo isscher Körper, so ist 
der Komp lex 
( 3 n © O S . ( 3 o @2) X 
eine G ruppe , wei l ( 3 n © i ) e ine invariante Un tergruppe von 3 
bildet. Aus demse lben G r u n d e ,wird der Komp lex ( 3 n © j ) . ( 3 n @2 ) 
auch eine G ruppe . D i e O r d n u n g der G r u p p e ( 3 n @ , ) ï ist gleich 
O r d n u n g von ( 3 n © , ) ma l (X : X n ®¡) = h{xg{ ( / = 1, 2) . 
Bes t immen w i r die O r d n u n g d des Durchschni t ts v on ( 3 n © i ) £ 
u n d ( 3 n ® 2 ) X. D a der Durchschni t t d ie G r u p p e X enthält , so wird 
(7) d = Gyu, u rational ganz. 
Es ist daher 
wenn z. B. K¡(k) ein relativ Galoisscher Körper ist, bekommt man 
(8*) d = ^ - y u . 
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Andererseits enthält der Komp lex ( 3 n @ t ) £ • ( 3 n @ 2 ) £ d e n 
Komp lex ( 3 n © j ) . ( 3 n @ 2 ) , wo raus 
Kxgxh2xg2 
d 
u n d 
• =.hxxh2v, v rational, nicht no twend ig ganz , v ^ l 
(9) = v r a t i o n a l 
ausfal len. W e n n Kx(k) ein relativ Ga lo isscher Körper ist, wird 
(9*) ^ H r - v r a t i o n a l ? a n z " 
M a n bekommt 
gigttyu X' x-—\gug*). 
bzw . 
C10*) ——, 
v ' gig*yu X' x 
D i e G r u p p e n 
(3n@,)a: (3n©2)£ 
X ' X 
o 
s ind solche Untergruppen der zykl ischen G r u p p e - § r , deren 
Durchschn i t t d ie O r d n u n g u besitzt. D a d ie fragl ichen Untergruppen 
ihrerseits d ie O r d n u n g e n 
hixg1_h1 x ^ h2xg2_ h2 x 
Gy ax y ' Gy a2 y 
besitzen, folgen 
ijhx_ Jhx\ _ u = —U,.' U rational ganz , 
a2y) y 'i 
<»> 
Darau s ergibt sich bekannterweise 
F / 1 / 2 y 
Es w i rd noch nach (10) 
Uv=iänl*Lt u^iäuli1, 
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bzw. nach (10*) 
(Jv=d, U=4', ein Teiler von A, QU. E. D. 
3. Wir werden folgende Sätze beweisen. 
II. Es gilt die Formel: 
02 ) G < 0 ) = < % er«», r ' r rational ganz, (r, p)= 1, r s s p - « . 
Isi i 62 ) 
II*. Ist z. B. Kx{k) ein relativ Galoisscher Körper, dann ist: 
MO) „ «)) 
(12*) Gm - gi 
(gi°\gi0)) " 
Bilden wir die Komplexe (£n@a)33 bzw. (2n©2)33. Beide' 
sind Gruppen, weil 33 eine invariante Untergruppe von X bildet; 
ihre Ordnungen sind 
K-... WPM* M-I 
p»-m i z - a , y p
m ' bzw. = 
Ist K(k) ein relativ Galoisscher Körper, dann bilden die Komplexe 
(X n ©,) 58 . (X n ©2) 33, (X n ©0 . (X n ©,) 
Gruppen, weil. (2 n© ! ) eine invariante Untergruppe von X ist. 
Bestimmen wir die Ordnung d des Durchschnitts von n (Sj) SS 
und (X n ©2) 33 Der Durchschnitt enthält 33, es ist daher 
(13) d — pMzu, u rational ganz. 
Andererseits enthält der größere Komplex den Komplex ( S n © ! ) . 
(£n© 2 ) , es wird daher 
Qiyp '02yp— — a ^ y v , v fe l , v rational, nicht notwendig ganz. 
Daraus folgen 
n » l + » >2 
(14) — y — v, v rational 
bzw., wenn Kx{k) ein relativ Galoisscher Körper ist, 
p<" i+">2 
(14*) — ^ — y = v, v rational ganz. 
Man bekommt fl'»l+«! y V 
(15) — — = v, uv = nmi+m2~" v rational v ' pstzu z r 
bzw., wenn Kx(k) ein relativ Galoisscher Körper ist, 
(15*) uv = ~ p™1*™*'", v r a t io n a i ganz. 
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Die Gruppen 
« ' as 
sind solche Untergruppen der zyklischen Gruppe deren Durch-
schnitt die Ordnung u besitzt. Es ist daher 
axypmi a2ypmA y 4. . 
n V l . nu 7 = u==L7r> r r a t l o n a l ganz, p m z - pM z y 
weil 
G=gi0i, a,=p»-'':a'„ {a\,p)= 1, G* = gl<»a'l ( / = 1 , 2 ) 
ausfallen. Es sind noch 
(16) (a\, a'2) = r 
und 
(17) rv— p'h+i'h-«^ v rational. 
Ist Kx(k) ein relativ Galoisscher Körper, so wird v rational ganz und 
(17*) r= 1. 
Daraus ergeben sich bekannterweise die Sätze II und II*. 
(Eingegangen am 27. Oktober 1939) 
